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 )���'�&%�ك 
 �م  ا�و�"! ��� و��ا
�ي �� ا�������ت ����ى 
� !�دة ا�������ت �� ا�	���ي )-ھ� � ذ!+ ا���ز : ا���ذ ���� 
	���� أ�

 
  ا���اء ا�� ��! �2 درس 

  

I.  &� � 4  � ��اء ا�� �� �� !9 6 !�9!� !�678ا���5& ا�
)���� )�9ر�::  );i j

� �
)���� �� ا���
	ى ��	ل إن Oأ���� �� ا���
	ى  و   );i j

� �
� إذا ��ن :� �� !��"
1iأ��س � =

�
1jو =

�
.و 0i j =

� �
  

 �)��	ل إن ا��"$ )0; ;i j
� �

� إذا ��ن  � �� !��"
�( );i j
� �

  أ���� �
"��!ا �� ���. 

 �� �� !��"
� �)و��0/*دا-�� �� ,��+ ��*ات ا�!رس � �' ا���
	ى إ�& �"$ )0; ;i j
� �

  

:&�;�< ��
�u xi y j= +
� � �

vو   x i y j′ ′= +
� � �

34
�� �� ا���
	ى , �!1 � :  
� ..u v xx yy′ ′= +
� �

  

34
�ن و
�5u	ن ا��
�

vو  
�


"��!��5 إذا و��6 إذا ��ن :  �. 0u v =
� �

  

:&=�! 678! ��
�u xi y j= +
� � �

  �34

�34 �� ا���
	ى � �� ا���u
�

  7�*��8 9� 7�*�u
�

2و   2u x y= +
�

  

:+�
�� ا�����& %�+ �?<�( );A AA x y  و( );B BB x y  : ھ�  ����ى , ا��	

�� �� ا������( ) ( )2 2

B A B AAB x x y y= − + −  

A! ABح7& : AB=
����

  

 &5�;cos   وsin: ��
�u xi y j= +
� � �

vو   x i y j′ ′= +
� � �


�� �� ا���
	ى و  �!" � *�; ��
34
� .θ  �3,	�7او�1 ا�$� ����<( )�
;u v
� �

  

:� 1!� �( ) ( )
2 2 2 2

det ,
sin ;

u v xy yx
u v

u v x y x y

′ ′−= =
× ′ ′+ × +

� �
� �

� �
)�و       ) 2 2 2 2

cos ;
u v xx yy

u v
u v x y x y

′ ′⋅ += =
× ′ ′+ × +

� �
� �

� �
    

: :��9( ����( )D ى	
� �� ا�����
��  

 ���

�34 � ���9 =$& ا���� ����( )D  ���
��$� �3,	� �34

�34  ;�* � "!�� و�
"��!ة �+ �� ?� ,( )D  

0ax by c+ + = ( )D���

�34 � ���� =$& ا����( )D :ھ�( );n a b
�

  

:&�;�<���
)�"�د�� ا��� )D  ��� ا���ر �� ا�( );A AA x y  و( );n a b
�


�34 � ���9 =$�9 ھ� :  �( ) ( ) 0A Aa x x b y y− + − =  

�!	�ل :��
)@!د �"�د�� ا��� )D  ��� ا���ر �� ا�( )1;2A  و( )2; 3n −
��

    9�$= 9��� � �34
�  

�5
' =$& ا��B? : ا�4	اب:  ���
� أن �"�د�� ��$"�  
( ) / 0D ax by c+ + )و  = );n a b

�
 9�$= 9��� � �34
� أن : و   �$"�( )2; 3n −

��
  &$= 9��� � �34
�( )D  

;2اذن:  3a b= = −  : C0D5 و� 9 ا��"�د��( ) / 2 3 0D x y c− + =  

)و�"$� أن :  ) ( )1;2A D∈ : � "1 ا��"�د�� E�F5 95��G2اذن ا@!ا 1 3 2 0c× − × + =  � "14c )و� 9 :  = ) / 2 3 4 0D x y− + =  

:&�;�< ����( )D  و( )D′  : ا��	

����� �"�د35H�� =$& ا���0ax by c+ + 0aو     = x b y c′ ′ ′+ + =  

)�1	ن ا���
����ن  )D  و( )D′  : �5ن أي!��"
34
�ھ�� ا�� ���
�ن =3�$�� �
� J����0
"��!�1 إذا و��6 إذا aa bb′ ′+ =  

: :��9( ����( )D  :9

���� �"�د���0ax by c+ + )و  = );A AA x y .ى	
  ���� �� ا���

� �A���� ا� ��� ��
)=� ا��� )D  : ھ�( )( )
2 2

; A Aax by c
d A D

a b

+ +
=

+
  

2 !	�ل : 0x y− + =( )D  و( )1;4A   ��� ا� ����د �!@A ���
)=� ا��� )D    

) ا�4	اب:  )( )
( )22

1 4 2 1 1 2
;

22 21 1
d A D

− + −
= = = =

+ −

  

)�"�د�� ا�!ا-*ة >�;�&: )C  7ھ��*� �
)ا� );a bΩ  

)  Rو/"�=�3  )0R )ھ� :    ≺ ) ( )2 2 2x a y b R− + − =  

 : �K1أ '
2و�5 2 2 2 0x y ax by c+ − − + =  : L�@2 2 2c a b R= + −  

): @!د �"�د�� د��1ر��5 �$!ا-*ة 1!	�ل )C  7ھ��*� �
)ا� )1; 3A − 2Rو/"�=�3  − =  

) ا���اب : )( ) ( ) ( )1 ² 3 ² 2 ²x y− − + + =( )C 

  : !4 � *B �8 أو ا��

�Pء N38ه ا���H² 1��  � ا ² 2 6 8 0x y x y+ + + + =( )C  

)ا�!ا-*ة >�;�& و )��9:: )C  7ھ��*� �
)ا� );a bΩ   

)  Rو/"�=�3  )0R )ھ� �4�	=� ا� �6  ≺ );M x y ى	
  �� ا���
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cosا�
� E�F5 ا� ��� : 

sin

x a R

y b R

θ
θ

= +
 = +

 ( )S      

)و ا� ���  )S  �1 �$!ا-*ة*
)5��Q�R�5 & �8را� )C  

)�$!ا-*ة   �@!د Q�R�5 �8را �
*1!	�ل : )C  7ھ��*� �
)ا� )1; 2Ω 2Rو/"�=�3  − =    

)�R�5? �8را �
*ي �$!ا-*ة  ا���اب : )C  : 	1ھ 2 cos

2 2 sin

x

y

θ

θ

 = +


= − +

  ( )θ ∈R  ����@ ي*
  �8را �

: &�;�< ��
�a  وb  وc أ=!ادا @�����  و( )E   6� =� ا�	4��( );M x y   L�F82 2 0x y ax by c+ + + + =  

)�5	ن  • )E  : ن��2دا-*ة إذا و��6 إذا  2 4 0a b c+ − ;و�*�7 ھNه ا�!ا-*ة ھ	 <
2 2

a b Ω − − 
 

  

و /"�=�3 ھ	   
2 2 4

2

a b c
R

+ −=  

2إذا ��ن  • 2 4 0a b c+ − )��ن :   > )E �;ر�P=� ا�	ھ� ا��4�  

2إذا ��ن  • 2 4 0a b c+ − )��ن   = )E : ھ� ( ) ;
2 2

a b
E

  = Ω − −  
  

 


��)�9ر�::�( )C  7ھ��)دا-*ة  �* );a bΩ  �3=�"/وR  ( )0R   ���� �� ا���
	ى Mو  ≺

)���� �� ا�!ا-*ة �5M	ن ا� ���   • )C : ن��Mإذا و��6 إذا  RΩ =  

)�Tرج  ا�!ا-*ة �5M	ن ا� ���   • )C : ن��Mإذا و��6 إذا  RΩ ≻  

)داT?  ا�!ا-*ة �5M	ن ا� ���   • )C : ن��Mإذا و��6 إذا  RΩ ≺ 

� :ا�و��ع  ا ��8'�& ���?�6 و دا�Dة  �� ا����ى��
)�!را�� ا�	U+ ا� ��0 ��� )D  و دا-*ة( )C  7ھ��*�Ω  �3=�"/وR  

)1��  � @��ب    )( );d DΩ  ��� ا� �����Ω  ���
)=� ا��� )D  ع�"B��8 �3
  و0���8+  ھ �ك QGث @�Hت : Rو���ر�

•  J���)إذا  )( );d D RΩ ≻  ���
)��ن: ا��� )D  ��1+ ا�!ا-*ة H( )C  

•  J���)إذا  )( );d D RΩ ≺   ���
)��ن :  ا��� )D  ��1+ ا�!ا-*ة( )C  ��
P$
Y� ��
��� ��  

•  J���)إذا  )( );d D RΩ =   ���
)��ن :  ا��� )D  ��1+ ا�!ا-*ة( )C  أن �K1ل أ	و@�!ة و �� ���� ��( )D  س �$!ا-*ة���( )C 

��! 6�? :س ��ا�Dة �� �?<& !9 �!&!�9د�& د��Fر)�& ���
:��GH(���
)  �1	ن ا��� )D  ا-*ة!$� �����( )C  7�) إذا و��6 إذا ��ن : A= ! ا� ���   Ωذات ا��* )D  ���
)=�	د�1 =$& ا��� )AΩ  


�� ا�!ا-*ة >�;�&:�( )C  �3
2ا�
� �"�د� 2 0x y ax by c+ + + + )و  = );A AA x y  ا�!ا-*ة �� ����( )C  

)�"�د�� د��1ر��5 �$���س �$!ا-*ة  )C   ��� ا� ��A  : ھ�( ) ( ) 0
2 2A A A A

a b
x x x y y y   − + + − + =   

   
  

)@D$ � =$& �"�د�� ا����س �$!ا-*ة ! �4ظ& : )C   ��� ا� ��A  : Z���
��8
"��ل ا�( ) ( )0 ;AM A M x y DΩ= ⇔ ∈
����� ����
i  


��  !	�ل :�( )C : �3 ا�!��1ر��5 ھ�
²ا�!ا-*ة  ا�
� �"�د� ² 4 2 1 0x y x y+ − − + =( )1   

�! أن 1[5 (( ) ( )0;1A C∈   7 و/"�ع ا�!ا-*ة�� @!د �*G( )C  

)) �"�د�� ����س �$!ا-*ة 2 )C   ��� ا� ��A  


E�F أن ا@!ا��Gت 1 ا���اب :� (( )0;1A  ا��"�د�� E�F5( )1  

0² 1² 4 0 2 1 1 0+ − × − × + = ( )و� 9  1( ) ( )0;1A C∈  

� 1!�  4; 2; 1a b c= = − =   : '�F�( ) ( )2 2 4 4 ² 2 ² 4 1 16 4 4 16 0a b c+ − = + − − × = + − = >  

)و� 9 :  )E  7ھ��)دا-*ة �* ; )
2 2

a b− −Ω  : أي( 2;1)Ω و/"�=�3 :  −
2 2 4 16

2
2 2

a b c
R

+ −= = =  

)) �"�د�� ����س �$!ا-*ة 2 )C   ��� ا� ��A؟؟؟؟  

( ) ( )0 ;AM A M x y DΩ = ⇔ ∈
����� ����
i   : � 1!و� ( )0; 1AM x y− −

�����
)و    )2;0AΩ −

����
  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 0 0 2 0 0 1 0 ;x x y M x y D− − = ⇔ − − + − = ⇔ ∈  

( ) ( )0 ;x M x y D= ⇔ ∈  

)و� 9 �"�د�� ���س ا�!ا-*ة  )C  ��� ا� ��( )0;1A : 9
� ا�Nي �"�د���
)ھ	 ا��� ) : 0D x =  
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